
第5章 离散时间傅里叶变换

The discrete-time Fourier Transform
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主要内容、重点(4学时)

主要内容

离散傅立叶变换的定义、性质、应用

重点

离散傅立叶变换的定义

作业

5.23  2.18   2.19(用本章知识重做)
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注释: 
CFS ( the  Continuous-time  Fourier  Series ): 连续

 时间傅立叶级数
DFS ( the  Discrete-time  Fourier  Series ): 离散时

 间傅立叶级数


 

CFT ( the  Continuous -Time  Fourier 
Transforms ): 连续时间傅立叶变换


 

DFT ( the  Discrete -Time  Fourier Transforms ): 
离散时间傅立叶变换



5.0  引言


 

通过本章的学习，我们将建立完整的傅里叶分析方
 法——连续时间与离散时间。


 

在3.6节，离散时间周期信号的傅里叶级数表示是一
 个有限项级数。


 

与连续时间情况相比，一个非周期信号的离散时间
 傅里叶变换总是周期的，且周期为2π。



5.1  非周期信号的表示：离散时间傅里叶变换

5.1.1  离散时间傅里叶变换的导出


 

在4.1节，一个连续时间周期方波的傅里叶级数可以
 看作是一个包络函数的采样值，并且随着这个方波
 周期的增大，这些样本变得愈来愈密。即如何从一
 个周期信号获得非周期信号，将连续时间周期信号
 的周期无限增大，从而傅里叶级数收敛为连续时间
 非周期信号的傅里叶变换。


 

依照相同的思路，对离散时间非周期序列，为了建
 立它的傅里叶变换，将采样与连续时间情况下完全
 类似的步骤进行。
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5.1非周期信号的表示：离散时间傅里叶变换

(1) 傅里级数 (周期信号）
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5.1.1 离散时间傅里叶变换（DFT)
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][~ nx

ak

N2

傅里级数 (周期信号）




 

序列x[n]以及对应的周期序列
 
：[ ]x n




 

有周期序列的傅里叶级数：


 

因为在-N1 <=n<=N2区间的一个周期上
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
 

现定义函数

即：

又因为
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
 

随着N的增加，ω0减小，一旦N—>∞，上式就过渡
 为一个积分：


 

X(ejω)对ω说是周期的，周期为2π；而ejωn对ω说
 也是2π为周期的。所以乘积X(ejω)ejωn也一定是周
 期的。




 

因为这个求和是在N个宽为ω0 =2π/N的矩形间隔内
 完成的，所以总的积分区间总是有一个2π的宽

 度，因此，随着N—>∞，有：

离散时间傅里叶变换对。

2
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
 

离散时间傅里叶变换与连续时间傅里叶变换之比较

两者的主要差别在于离散时间傅里叶变换X(ejω)的
 周期性和在综合公式中的有限积分区间。而这两者
 均来自这样一个事实：在频率上相差2π的离散时

 间复指数信号是完全一样的。
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5.1.2  离散时间傅里叶变换举例

例5.1  信号x[n]=anu[n],  |a|<1，求信号的频谱
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例5.2  信号x[n]=a|n|,  |a|<1，求信号的频谱
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例5.3  信号x[n]矩形脉冲序列，N1 =2
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傅里叶变换（非周期信号）
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例题: 5.1 5.2 5.3

５.1.2 DFT例题
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5.3矩形脉冲:




 

5.1.3  关于离散时间傅里叶变换的收敛问题


 
以上讨论都是假设x[n]是任意的，但属于有限长序

 列情况下得到的结论。然而，离散时间傅里叶变换
 公式对极为广泛的一类：无限长序列（如例5.1和

 5.2中的信号）也是成立的。


 
在信号无限长的情况下，还是必须要考虑变换公式

 中无穷项求和的收敛问题。即要求这个信号序列x[n] 
是绝对可和的：


 

信号序列x[n]绝对可和，使得分析公式得以存在，
 即信号的频谱存在；而综合公式是在一个有限区间
 的积分，不存在收敛问题。
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5.1.3 离散时间傅里叶变换收敛问题

当序列是无限长序列时，由于
 

表达式是
 无穷项级数，当然会存在收敛问题。
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5.2 周期信号的傅里叶变换
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5.2  周期信号的傅里叶变换


 

和在连续时间情况相同，利用把一个周期信号的变
 换表示成为频域中的冲激串的方法，就可以把离散
 时间周期信号也归并到离散时间傅里叶变换的范畴
 中去。


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
 

现在考虑一周期序列x[n]，周期为N，其傅里叶级
 数为：


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例5.5  周期信号x[n]
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例5.5  周期信号x[n]
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例5.6  与例4.8的周期冲激串相对应的离散时间冲激串:
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5.3离散时间傅里叶变换性质

)(][ ωjFT eXnx ⎯→←



5.3  离散时间傅里叶变换性质

5.3.1  离散时间傅里叶变换的周期性


 

离散时间傅里叶变换对ω来说总是周期的，其周期
 为2π：

( 2 )( ) ( )j jX e X eω π ω+ =



5.3.2  线性

5.3.3  时移与频移性质
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5.3.4 共轭与共轭对称性
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第5章离散时间傅里叶变换 37
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例题5.8

5.3.5差分与累加





5.3.6  时间反转

5.3.7  时域扩展

[ ] ( )F jx n X e ω−− ←⎯→
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定义: k 是正整数
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5.3.7 时域扩展

n k当 为 的整倍数

n k当 不为 的整倍数




 

若令k是一个正整数，并且定义：

图5.13是一个k=3的例子，这时的x(k) [n]是在x[n]连
 续值之间插入(k-1)个零值而得到的：
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
 

直观上看，可以把x(k) [n]看作是减慢了的x[n]。因
 为，除非n是k的整数倍，即n=rk，否则x(k) [n]都等
 于0，所以x(k) [n]的傅立叶变换：
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
 

当k>1时，该信号在时间上被拉开了，从而在时间
 上就减慢了，而它的傅立叶变换就受到压缩。例

 如，由于X(ejω)是周期的，周期为2π，因而X(ejkω) 
也是周期的，周期为2π/k。









5.3.8  频域微分
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5.3.9 Parseval定理
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5.4 卷积性质

)()()(][][][ ωωω jjjFT eYeHeXnhnxny =⎯→←∗=

例题 5.11 5.12 5.13  5.14
5.4.1  举例

5.4.2
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
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nh |][| 系统是稳定的⇔
如果Ｈ不收敛则用Ｚ变换



5.4  卷积性质
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当α=β，5.54式的部分分式展开式就不成立，这时

利用表5.2的傅立叶变换对公式，有


 

结果得
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5.4 卷积性质

)()()(][][][ ωωω jjjFT eYeHeXnhnxny =⎯→←∗=

5.4.2
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如果Ｈ不收敛则用Ｚ变换
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例题 5.15
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5. 6 傅里叶变换性质和基本傅里叶变换对列表

表5.1  表 5.2

5.5 相乘性质



5.5  相乘性质证明


 
周期卷积 1 2

1 2

1 1 1 22

2 12

1 22

[ ] [ ] [ ]

( ) [ ]

          [ ] [ ]

1[ ] ( )  [ ] [ ]
2

1          [ ] ( )
2

1          ( ) [
2

j j n

n

j n

n

j j n j n

n

j j n j n

n

j

y n x n x n

Y e y n e

x n x n e

x n X e e d x n x n e

x n X e e d e

X e x

ω ω

ω

θ θ ω
π

θ θ ω
π

θ
π

θ
π

θ
π

π

+∞
−

=−∞

+∞
−

=−∞

+∞
−

=−∞

+∞
−

=−∞

= ×

=

=

=

 =  
 

=







 

 ( )

( )
1 22

]

1          ( ) ( )
2

j n

n

j j

n e d

X e X e d

ω θ

θ ω θ
π

θ

θ
π

+∞
− −

=−∞

−

 
  

=









1 2

1 2

1 ˆ( ) ( ) ( )
2
1 ˆ         ( ) ( )

2

X X X d

X X

ω θ ω θ θ
π

ω ω
π

+∞

−∞
= −

= ∗





第5章离散时间傅里叶变换 62


==

−=−
M

k
k

N

k
k knxbknya

00
][][





=

−

=

−

== N

k

jk
k

M

k

jk
k

j

j
j

ea

eb

eX
eYeH

0

0

)(
)()(

ω

ω

ω

ω
ω

例题5.18  5.19  5.20

5.8 由线性常系数差分方程表征的系统
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5.23  2.18   2.19(用本章知识重做)

)}(Re{ ωx )( ωj
R eX )}(Re{ ωjeX改为 or(e)


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π

π ω ω
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dd
edX j 2
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5.23中

作业
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总结

对比连续时间傅里叶变换来学习

DFT定义：

2

1[ ] ( )
2

j j nx n X e e d
π

ω ω ω
π

= 

( ) [ ]j j n

n
X e x n eω ω

∞
−

= − ∞
= 

DFT与CFT的重要区别：

（1）CFT的分析公式为一无限积分，而DFT的分析公式
 为一无限求和。

（2）离散时间傅里叶变换的周期性，以及其合成公式
 中的积分区间为2π。
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总结（2）

常见基本信号的傅里叶变换



离散傅里叶变换的性质（见表5.1和5.2）


应用—>常系数微分方程的求解
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