
第9章
拉普拉斯变换































































9.3  拉普拉斯反变换
 拉普拉斯反变换式：
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9.5  拉普拉斯变换的性质
9.5.1  线性

 若

则

 X(s)的收敛域至少是R1和R2的交集，当然这个交可
能是空的，此时x(t)不存在拉普拉斯变换。

 X(s)的收敛域也可能比这个交集大，如x1(t)= x2(t)，
且a=-b，则x(t)=0，因此X(s)=0，这样X(s)的ROC就
是整个s平面。
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9.5.2  时移性质

 若

则

9.5.3  s域平移

 若

则

这就是说， X(s-s0)的ROC是X(s)的ROC平移一个
Re{s0}。

 Re{s0}为正，右移

 Re{s0}为负，左移
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9.5.4  时域尺度变换

 若

则

 对于a>1，X(s)的ROC要压缩一个1/a的倍数，如图b
所示；对于0<a<1，ROC要扩展一个1/a的倍数。

 若a<0，ROC要受到一个倒置，即ROC关于 轴的
反转，再加上一个尺度扩展(因子1/|a|)，如图c所示
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 x(t)的时间反转就形成ROC的反转
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9.5.5  共轭

 若

则

因此，当x(t)为实函数，有

9.5.6  卷积性质

 若

则

 如果在乘积中有零极点相消的话， X1(s)X2(s)的ROC
有可能比它们相交的部分大。
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9.5.7  时域微分

 若

则

 证明：由拉普拉斯反变换式

 可见，sX(s)就是dx(t)/dt的拉普拉斯变换式。 sX(s)的
ROC包括X(s)的ROC，如果X(s)中有一个s=0的一阶极
点，被乘以s抵消的话， sX(s)就会比X(s)的ROC大。
例如，若x(t)=u(t)，其X(s)=1/s，ROC是Re{s}>0，而
x(t)的导数是一个单位冲激函数δ(t)，其X(s)=1，而且
ROC是整个s平面。
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9.5.8  s域微分

 若

则

 证明：对拉普拉斯变换式两边对s微分
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例9.14  求下面x(t)的拉普拉斯变换

因为有

由s域微分性质，得：

即：

注意： 不能用分部展开式
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9.5.9  时域积分

 若

则

 证明：因为

由卷积性质，有

而
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9.5.10  初值与终值定理



9.6  常用拉普拉斯变换对
 表9.2
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9.7  用拉普拉斯变换分析与表征LTI系统

 一个LTI系统输入和输出的拉普拉斯变换是通过乘以

系统单位冲激响应的拉普拉斯变换联系起来的：

Y(s) = H(s)X(s)
 当s=jω时，H(s)就是这个LTI系统的频率响应。在拉
普拉斯变换的范畴内，一般称H(s)为系统函数或转移

函数。

 LTI系统的很多性质（因果性、稳定性）都与系统函
数H(s)在s平面的特性（收敛域ROC）密切相关。



9.7.1  因果性

 对于一个因果的LTI系统，其单位冲激响应在t<0时为

零，因此是一个右边信号。

 因为系统是因果的，所以t时刻的输出仅与<=t时刻的

输入有关，

即积分式的积分区间应为-∞到t ，也就是说
t<τ<+∞，h(t -τ)=0。所以t<0时h(t)=0。
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 由于因果的LTI系统其单位冲激响应h(t)是一个右边信
号，根据9.2节的讨论，有：

一个因果系统的系统函数的ROC是某个右半平面

 要强调的是，相反的结论未必是成立的（例9.19给出
说明）。然而，如果系统函数H(s)是有理的，那么只
需看一下它的ROC是否是右半平面的，就能确定该系

统是否是因果的，即

对于一个具有有理系统函数的系统来说，系统的因果
性就等效于ROC位于最右边极点的右边的右半平面
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9.7.2  稳定性

 H(s)的ROC也可以与系统的稳定性（有界输入产生有
界输出）联系起来。在2.3.7节说过，一个LTI系统的

稳定性等效于它的单位冲激响应是绝对可积的，这时
单位冲激响应的傅里叶变换收敛。因为一个信号的傅
里叶变换就等于拉普拉斯变换沿jω轴求值，就有

当系统函数H(s)的ROC包括jω轴（即Re{s}=0），一
个LTI系统就是稳定的。



 例9.20  考虑一LTI系统，其系统函数为
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注意，这种ROC的选择并未包
括jω轴，因此系统是不稳定的，
只要看看h(t)不是绝对可积就能

得出结论。

图a
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 若系统是稳定的，那么ROC就如图b所示，相应的单

位冲激函数是

显然，这是绝对可积的。

 若ROC如图c所示，这时单位冲激响应为
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 一个因果LTI系统，具有有理系统函数H(s)，因为系统
是因果的，所以ROC就在最右边极点的右边平面，因
此，这个系统要是稳定的话（即ROC包含jω轴），
H(s)的最右边的极点必须位于jω轴的左侧，即

当H(s)的全部极点都位于s平面的左半平面时，一个具
有有理系统函数H(s)的因果LTI系统才是稳定的。



9.7.3  由线性常系数微分方程表征的LTI系统

 4.7节讨论过利用傅里叶变换来得到一个由线性常系数
微分方程表征的LTI系统的频率响应，用类似的方

法，拉普拉斯变换的性质也能用来直接求得一个由线
性常系数微分方程表征的LTI系统的系统函数，但需

知道一些附加条件。



相应的单位冲激响应（右边信号）是
3( ) ( )th t e u t−=



 一般形式的线性常系数微分方程：

 其系统的系统函数是

 因此，一个由微分方程表征的系统，其系统函数总是
有理的。式9.133并没有包括H(s)收敛域的说明，因为
该线性常系数微分方程本身并没有限制收敛域。然
而，如果给出系统有关稳定性或因果性的附加说明，
收敛域就可以被推算出来。例如，如果系统加上满足
初始松弛条件，它就是因果的，那么ROC一定是位于
最右边极点的右边。
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9.8  系统函数的代数属性与方框图表示





9.8.2  由微分方程和有理系统函数描述的因果LTI系统
的方框图表示

 例9.28  考虑一因果LTI
系统，系统函数H(s)

这个系统也能用微分方程表征：

具有初始松弛条件。
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例9.30  一因果二阶LTI系统
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