
第4章 连续时间傅里叶变换

The Continuous-time Fourier Transform
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重点、难点内容（10学时）

FT定义、收敛性、简单信号的FT与逆FT；
周期信号的FT；
FT的性质（9个）；

FT的应用。
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学习目标

掌握傅里叶变换定义及其基本性质；

牢记常用典型信号的傅里叶变换；

掌握求解信号傅里叶变换（正变换和反变换）的基
 本方法；

掌握运用傅里叶变换分析LTI系统的方法。



4.0  引言


 

在第三章我们建立了周期信号作为复指数信号线性
 组合的表示，同时，也看到了这一表示是如何来描
 述LTI系统对这些信号的响应（作用）效果的，


 

在本章及下一章，我们将把这些概念推广应用到非
 周期信号中去。对周期信号而言，这些复指数基本
 信号构造单元全是成谐波的；而对非周期信号，它
 们则是在频率上无限小地靠近的。因此这种线性组
 合所表示的形式是一个积分，而不是求和。在这种
 表示中所得到的系数谱称为傅里叶变换。
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4.0 引言

傅里叶在把傅里叶级数推广到傅里叶积分的研究
 中基于如下的方法：

• 本章的地位：形成连续时间信号与系统
 频域法的基础。

把非周期函数看作一个周期函数在周
 期趋于无穷大时的极限。
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思想

T→∞周期延拓




 

在一个周期信号的傅里叶级数表示中，当周期增加
 时，基波频率就减小，成谐波关系的各分量在频率
 上愈趋靠近。当周期变成无穷大时，这些频率分量
 就形成了一个连续域，从而傅里叶级数的求和就变
 成了一个积分。


 

傅立叶认为，一个非周期信号能够看成是周期无限
 长的周期信号。
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4.1 非周期信号的表示：连续时间傅里叶变换(CFT)

4.1.1非周期信号傅里叶变换表示的导出

The Continuous-time Fourier Transform



4.1.1  非周期信号傅里叶变换的导出

我们先看例3.5中所研究过的连续时间周期方波，从
 它的傅里叶级数入手：

以周期T周期性重复

1

1

1,   
( )

0,   / 2

t T
x t

T t T

 <= 
< <




 

该方波信号的傅里叶级数系数ak是

理解上式的一种方法是把它当作一个包络函数在每
 一个基波频率ω0整数倍的点上的样本，即

0 1

0

2sin( )
k

k Ta
k T

ω
ω

=

1

0

2sin
k

TTa
k

ω
ω ωω

=
=



把ω看作一个连续
 变量，则函数

就代表Tak的包络，
 这些系数ak就是在

 此包络上等间隔取
 得的样本。而且，
 若T1固定，则Tak的
 包络与T无关。

12sin( ) /Tω ω
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Tk
Tk

k
Tk

ka 0

1010 )sin(2)sin(
ω

ω
π
ω ==

（1）例子：从傅里叶级数到傅里叶变换




 

从图中可以看出，随着T增加（即基波频率ω0减
 小），该包络就被以越来越密集的间隔采样。随着

 T变得任意大，原来的周期方波就趋近于一个矩形
 脉冲（对应于原方波的一个周期）。与此同时，傅
 里叶级数系数（乘以T后）作为包络上的样本也就

 越来越密集，随着
 

，傅里叶级数系数就趋近
 于这个包络函数。


 

这个例子说明了对非周期信号建立傅里叶表示的基
 本思想：这就是在建立非周期信号的傅里叶变换

 时，可以把非周期信号看作一个周期信号在周期任
 意大时的极限来看待，并且研究这个周期信号傅里
 叶级数表示式的极限特性。

T → ∞
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0

0
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周期信号
 
:  )(~ tx

非周期信号 x(t) :  

)()(~)(~lim)( txtxtxtx T

T
⎯⎯ →⎯= ∞→

∞→
或

（2）非周期信号傅里叶变换表示的导出
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T→∞
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当 T→∞ ,
ωω ⎯⎯ →⎯ ∞→Tk 0
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
 
的傅里叶级数是

由于在|t|<T/2内，
 

，而在其余地方x(t)=0，
 所以有

因此，定义Tak的包络X(jω)为

( )x t
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= 




 

因此，
 
就可以用X(jω)来表示


 

当
 

时，有
 

，上式右边就过渡为一个
 积分。

( )x t
0 0

0 0 0
1 1( ) ( ) ( )

2
jk t jk t

k k
x t X jk e X jk e

T
ω ωω ω ω

π

+∞ +∞
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= = 

T → ∞ 0 0ω →




 

所以，当
 
，求和收敛于

 
的积分，

 此时，
 
，有

 
，因此有：


 

式4.8和式4.9称为傅里叶变换对。函数X(jω)称为x(t)
 的傅里叶变换或傅里叶积分，而式4.8称为傅里叶反

 变换。


 
对照上一章讲的式3.38，都相当于把一个信号表示

 为一组复指数信号的线性组合。对周期信号而言，
 这些复指数信号的幅度为ak，并且在成谐波关系的
 一组离散点kω0上出现。而对非周期信号而言，这
 些复指数信号出现在连续频率上，其幅度为X(jω)

 （dω/2π）。 X(jω)通常称为x(t)的频谱。

( ) j tX j e ωω0 0ω →
T → ∞ ( ) ( )x t x t=

式4.8

式4.9

1( ) ( )
2

( ) ( )

j t

j t

x t X j e d

X j x t e dt

ω

ω

ω ω
π

ω

+∞

−∞

+∞ −

−∞

=

=







20第4章连续时间傅里叶变换


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傅里叶变换和傅里叶级数的关系：
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傅里叶变换
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ω
ωω )sin(2 1)( TjX =
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4.1.2傅里叶变换的收敛

与傅里叶级数是否收敛所要求的那一组条件一样。

Dirichlet
 

条件：

条件1:绝对可积 ∞<T dttx |)(|

条件2:单个周期内，x(t)的最大最小值的数

目有限

条件3:在任何有限区间内， x(t)有有限个不连续点，并且在
 每个不连续点都必须是有限值。
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例题
 

4.1   4.2   4.3   4.4   4.5 

4.1.3 连续时间傅里叶变换举例
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P207
 

例题
 

4.1

0)()(: >= − atuetx at已知

?)()(: =⎯→← ωjXtx FT求

0)1( <a

讨论,若：

0)2( =a

0}Re{,0}Re{,0}Re{:)3( >=< aaaa 或或为复数

?)( =ωjX

作图
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P207
 

例题
 

4.2

0)(: >= − aetx ta
已知

?)()(: =⎯→← ωjXtx FT求

0)1( <a

讨论,若:

0)2( =a

0}Re{,0}Re{,0}Re{:)3( >=< aaaa 或或为复数

?)( =ωjX

作图
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P208
 

例题 4.3

)()(: ttx δ=已知

?)()(: =⎯→← ωjXtx FT求 作图

时域有限，频域无限



例4.3  求单位冲激函数的傅里叶变换

解：

这就是说，单位冲激函数的频谱在所有频率上都是
 相同的。

( ) ( )x t tδ=

0

( ) ( )

           ( )

           
           1

j t

j t

j

X j x t e dt

t e dt

e

ω

ω

ω

ω

δ

+∞ −

−∞
+∞ −

−∞
−

=

=

=
=



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P208
 

例题 4.4







>

<
=

1

1

,0

,1
)(:

Tt

Tt
tx已知

?)()(: =⎯→← ωjXtx FT求

作图

时域有限，频域无限
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P209
 

例题 4.5







>

<
=

0

0

,0

,1
)(:

ωω
ωω

ωjX已知

?)()(:
1

=⎯⎯ →←
−

txjX FTω求

作图

频域有限，时域无限

t
ttSa sin)(

Δ
=抽样函数 t

ttc π
πsin)(sin

Δ
=辛格函数






 

式4.17和式4.19给出的函数形式在傅里叶分析及在
 LTI系统的研究中经常出现，称之为sinc函数。 sinc 

函数通常具有如下形式：

sinsinc( ) πθθ
πθ

=



从图4.9的分析我们得到傅里叶变换的一个性质：时域

与频域之间的相反

关系。当W增大时，

X(jω)变宽，而x(t)
在t=0处的主峰变得

越来越高，该信号

的第一个波瓣的宽

度也变窄。事实上，

当
 

, 
X(jω)=1，而x(t)就
收敛于一个冲激函

数。

W → ∞
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t

( )tSa
1

π

π2

π3Oπ−
性质

①

②

③

④

⑤

⑥

( ) ( )，偶函数tt SaSa =−

1)Sa(lim1)Sa(,0
0

===
→

ttt
t

，即

3,2,1π,0)Sa( =±== nntt ，


∞

∞−

∞
== πdsin,

2
πdsin

0
t

t
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t
t

0)Sa(lim =
±∞→

t
t

( ) ( )ttt ππsin)sinc( =

t
tt sin)Sa( =

辛格函数

t
ttSa sin)(

Δ
=抽样函数
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举例 (1)

)(2)()( 0
0 ωωπδωω −=⎯→←= jXetx FTtj

举例
 

(2)

)()()(cos)( 000 ωωπδωωπδωω ++−=⎯→←= jXttx FT




∞+

∞−

+∞

∞−

−=

=

ωωωπδ
π

ωω
π

ωω

ω

dee

dejXtx

tjtj

tj

)(2
2
1

)(
2
1)(:

0
0

应用

)]()([)(sin)( 000 ωωδωωδπωω −−+=⎯→←= jjXttx FT
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其它基本信号--直流信号1

1

( )x t

( ) 2 ( )X jw wπδ=

( ) 1 ( )FTx t X jw= ←⎯→求
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其它基本信号--符号函数sgn(t)

2( )X jw
jw

=

1

( )tsgn

-1

1, t 0
sgn( ) ( )

1, 0
FTt X jw

t
>

= ←⎯→− <
求
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其它基本信号--阶跃函数

1( ) ( )X jw w
jw

πδ= +

1

( )u t

( ) ( )FTu t X jw←⎯→求



（1）傅里叶变换定义式（2）基本信号的傅里叶变换

1( ) ( )
2

j tx t X j e dωω ω
π

+∞

−∞
= 

t 
域

w 
域

( ) ( ) j tX j x t e dtωω
+∞ −

−∞
=  •矩形脉冲

•单边指数

•双边指数

•冲激函数

•直流信号

•符号函数

•阶跃函数



4.2  周期信号的傅里叶变换


 

上一节我们学习了非周期信号的傅里叶变换表示，
 从而获得了频域的分析模型，为研究信号从时域扩
 展到频域。其实，对于周期信号也能够建立傅里叶
 变换表示。


 

可以直接由周期信号的傅里叶级数表示构造出一个
 周期信号的傅里叶变换；所得到的变换在频域是由
 一串冲激所组成，各冲激的面积正比于傅里叶级数
 系数。




 

设信号x(t)，其傅里叶变换X(jω)是一个面积为2π,
 出现在ω=ω0处的单独的一个冲激，即

为了求出X(jω)对应的x(t)，应用反变换公式4.8式
0( ) 2 ( )X jω πδ ω ω= −

0

0

0

1( ) ( )
2
1      2 ( )

2

      ( )

      

j t

j t

j t

j t

x t X j e d

e d

e d

e

ω

ω

ω

ω

ω ω
π

πδ ω ω ω
π

δ ω ω ω

+∞

−∞

+∞

−∞

+∞

−∞

=

= −

= −

=










 

将上面的结果加以推广，如果X(jω)是在频率上等
 间隔的一组冲激函数的线性组合，即

显然，间隔是ω0，且冲激面积是2πak。


 

现在，我们有了X(jω)的表达式，从频域推出时域
 x(t)的表示，利用式4.8，可得

0( ) 2 ( )k
k

X j a kω π δ ω ω
+∞

=−∞

= −

0

0

0

1( ) ( )
2
1      2 ( )

2

      ( )

      

j t

j t
k

k

j t
k

k

jk t
k

k

x t X j e d

a k e d

a k e d

a e

ω

ω

ω

ω

ω ω
π

π δ ω ω ω
π

δ ω ω ω

+∞

−∞

+∞+∞

−∞
=−∞

+∞ +∞

−∞
=−∞

+∞

=−∞

=

= −

= −

=





 

 式4.23




 

上式就是一个周期信号所给出的傅里叶级数表示。
 因此，一个傅里叶级数系数{ak }的周期信号的傅里

 叶变换，可以看成是出现在成谐波关系的频率kω0
 上的一串冲激函数，而发生在第k次谐波频率kω0上

 的冲激函数的面积是第k个傅里叶级数系数ak的2π
 倍。


 

这样，我们就能在统一的框架内考虑周期和非周期
 信号的各种性质。
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周期信号:

)(2 0
0 ωωπδω ke FTtjk −⎯→←

因此


+∞

−∞=

=
k

tjk
keatx 0)( ω


+∞

−∞=

+∞

−∞=

−=⎯→←=
k

k
FT

k

tjk
k kajXeatx )(2)()( 0

0 ωωπδωω

例题 4.6  4.7  4.8 

4.2 周期信号的傅里叶变换
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P211 例题4.6

.)(: 如图已知 tx

T
k

tjk
k eatx πω ω 2

0,)( 0 == 
+∞

−∞=

0 1T1T− T 1TT +1TT − tT− 1TT +−1TT −−

)(tx
1

FT


+∞

−∞=

−⋅=
k

k kajX )(2)( 0ωωπδω

π
ω

k
Tk

ka 10sin=⎯→←FS


+∞

−∞=

−=
k

k
Tk k )( 0

sin2 10 ωωδω
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P211
 

例题 4.7

ttx 0sin)(: ω=已知

FT

)]()([)(2)( 000 ωωδωωδπωωπδω −−+=−⋅= 
+∞

−∞=

jkajX
k

k









−=

=

= −

other

k

k

a j

j

k

,0

1,

1,

2
1

2
1

⎯→←FS)()( 00
2
1 tjtj
j eetx ωω −−=
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P211
 

例题4.7

ttx 0cos)(: ω=已知

)]()([)(2)( 000 ωωδωωδπωωπδω −++=−⋅= 
+∞

−∞=k
k kajX



 ±=

=
other

k
ak ,0

1,2
1

)()( 00
2
1 tjtj eetx ωω −+= ⎯→←FS

FT
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P212 例题 4.8


+∞

−∞=

−==
k

T kTtttx )()()(: δδ已知

)(tTδ

0 t

1

TT−


+∞

−∞=

==
k

tjk
kT eattx 0)()( ωδ


+∞

−∞=

−⋅=
k

k kajX )(2)( 0ωωπδω

Tka 1=


+∞

−∞=

−=
k

TT k )( 22 ππ ωδ

⎯→←FS

FT



例4.8  在第7章采样系统的分析中一种极为有用的信号
 是周期为T的周期性冲激串

如图4.14(a)所示。在

例3.8中已求出该信号

的傅里叶级数系数

将ak带入式4.22，得

时域周期为T得冲激串的傅里叶变换在频域是一个周

期为2π/T的周期冲激串。时域与频域相反关系。

( ) ( )
k

x t t kTδ
+∞

=−∞

= −

0
/ 2

/ 2

1 1( )
T jk t

k T
a t e dt

T T
ωδ −

−
= =

2 2( ) ( )
k

kX j
T T
π πω δ ω

+∞

=−∞

= −
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4.3 连续时间傅里叶变换性质

线性

时移

共轭及共轭对称性

微分与积分

时间与频率的尺度变换

对偶性

帕斯瓦尔定理


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那么

如果

)()()()( ωω jbYjaXtbytax FT +⎯→←+

)()( ωjXtx FT⎯→←

)()( ωjYty FT⎯→←

4.3.1 线性
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那么

)()( ωjXtx FT⎯→←如果

)()( 0
0 ωω jXettx tjFT −⎯→←−


+∞

∞−
= ωω

π
ω dejXtx tj)(

2
1)(证明:


+∞

∞−

−= ωω
π

ωω deejX tjtj 0)(
2
1

)()( 0
0 ωω jXettx tjFT −⎯→←−或者


+∞

∞−

−=− ωω
π

ω dejXttx ttj )(
0

0)(
2
1)(

4.3.2 时移
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P215 例题4.9

?)()(:.)(: =⎯→← ωjXtxtx FT求如图已知

0

)(tx
1

1 2 3 4 t

2
3

0

)(1 tx
1

2
1− t2

1

0

)(2 tx
1

2
3− 2

3
t

)()()( 2
5

22
5

12
1 −+−= txtxtx

)()()( 212
1 2

5
2
5

ωωω ωω jXejXejX jj −− +=

][ )2/3sin(2)2/sin(2
5

ω
ωωω +−= je
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那么)()( ωjXtx FT⎯→←(1)  如果 )()( ** ωjXtx FT −⎯→←

那么)()( * txtx =(2)  如果
*( ) ( )X j X jω ω= −






∞+

∞−

−

∞+

∞−

∞+

∞−

−

=−

=





=

dtetxjX

dtetx

dtetxjX

tj

tj

tj

ω

ω

ω

ω

ω

)()(

)(

)()(:

**

*

*
*

因此

证明

)()(

)()(

)()(:

*

*
**

ωω

ω

ω

ω

ω

jXjX

jXdtetx

dtetxjX

tj

tj

=−

==





=−




∞+

∞−

−

∞+

∞−

因此

证明

4.3.3 共轭及共轭对称性




 

共轭性质就能证明，若x(t)是实函数，那么X(jω)就
 具有共轭对称性，即

因为，若x(t)是实函数，就有x*(t)＝ x(t)，从而

作为式4.30的一个结果，若将X(jω)用直角坐标表示

X(jω) = Re {X(jω)} + jPm {X(jω)}
那么若x(t)是实函数，则有

Re {X(jω)} = Re {X(-jω)}    Pm {X(jω)} = -jPm {X(-jω)}
傅里叶变换的实部是偶函数，虚部是奇函数。

( ) *( ),   ( )X j X j x tω ω− = 为实函数

*( ) *( )

                ( )

                ( )

j t

j t

X j x t e dt

x t e dt

X j

ω

ω

ω

ω

+∞ −

−∞
+∞ −

−∞

− =

=

=




式4.30




 

作为式4.30进一步的结果，若x(t)是实且为偶函数，
 那么X(jω)也一定是实、偶函数。

用τ= -t替换，可得

因此， X(jω)是偶函数。再与式4.30结合，这就要
 求X(jω) = X*(jω)。例4.2的实、偶信号e-a|t|就表明
 了这个性质。


 

同样可以证明，若x(t)是实值奇函数，那么X(jω)就
 是纯虚且为奇函数。

( ) *( ) *( ) ( )j t j tX j X j x t e dt x t e dtω ωω ω
+∞ +∞

−∞ −∞
− = = = 

( ) ( )

             ( )

             ( ) ( )

j

j

j

X j x e d

x e d

x e d X j

ωτ

ωτ

ωτ

ω τ τ

τ τ

τ τ ω

−∞ −

+∞
+∞ −

−∞

+∞ −

−∞

− = − −

= −

= =








 

我们在第一章曾讨论过，一个实函数x(t)总是可以用
 一个偶函数xe (t)=Ev {x(t)}和一个奇函数xo (t)=Od {x(t)}

 之和来表示，即

x(t) = xe (t) + xo (t)
由傅里叶变换的线性性质，有

F{x(t)} = F{xe (t)}
 

+ F{xo (t)}
并且，根据上面的讨论，F{xe (t)}是一实函数，

 F{xo (t)}是纯虚数。


 

于是，我们得到这样一个结论：若x(t)为实函数，则

x(t)的偶部的傅里叶变

换就等于x(t)傅里叶变

换的实部。

偶部

奇部

( ) ( )
{ ( )} { ( )}

{ ( )} { ( )}

F

F
v e

F
d m

x t X j
E x t R X j

O x t jP X j

ω
ω

ω

←⎯→
←⎯→

←⎯→
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)()()()( * txtxtxtx oe =+=(3)  如果

那么 )()()()()( ωωωωω jXjXjjXjXjX oeIR +=+=

)()()()(

sin)(cos)(

]sin)][cos()([

)()(:

ωωωω

ωω

ωω

ω ω

jXjXjjXjX

tdttxjtdttx

dttjttxtx

dtetxjX

oeIR

oe

oe

tj

+=+=

−=

−+=

=





∞+

∞−

∞+

∞−

∞+

∞−

+∞

∞−

−证明

例题 4.10

以及
)()()(

)()()(

ωω
ωω
jXjjXtx

jXjXtx

oI
FT

o

eR
FT

e

=⎯→←

=⎯→←





4.3.4
 

微分与积分

傅里叶反变换公式
 

，对t 微分

因此有

这是一个特别重要的性质，因为它将时域内的微分用

频域内乘以jω所代替。在利用傅里叶变换来分析微分

方程描述的LTI系统时，这一性质及其有用。

1( ) ( )
2

j tx t X j e dωω ω
π

+∞

−∞
= 

( ) 1 ( )
2

j tdx t j X j e d
dt

ωω ω ω
π

+∞

−∞
= 

( ) ( )Fdx t j X j
dt

ω ω←⎯→




 

因为时域内的微分对应于频域内乘以jω，这就使人
 或许得出，时域内的积分是否就是对应于频率内除

 以jω?! 的确是这样，但这只是一部分

上式右边的冲激函数项反映了由积分所产生的直流
 或平均值。

1( ) ( ) (0) ( )
t Fx d X j X

j
τ τ ω π δ ω

ω−∞
←⎯→ +
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那么

)()( ωjXtx FT⎯→←(1)  如果

)()(' ωω jXjtx FT⎯→←


+∞

∞−
= ωωω

π
ω dejXjtx tj)(

2
1)(':证明

那么

(2)  如果

( 1) 1( ) ( ) (0) ( )FTx t X j X
j

ω π δ ω
ω

− ←⎯→ +

)()( ωjXtx FT⎯→←

例题 4.12

( 1)

1

1 1

: ( ) ( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

( ) ( ) (0) ( )

FT

FT
j

FT
j

x t x t u t
x t X j
u t

x t X j X
ω

ω

ω
πδ ω

ω π δ ω

−

−

= ∗
←⎯→
←⎯→ +

←⎯→ +

证明

因此

4.3.4 微分与积分



( ) ( )
t

u t dδ τ τ
−∞

= 



间断点

T1

 

=1
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那么)()( ωjXtx FT⎯→←如果 )(
||

1)(
a
jX

a
atx FT ω⎯→←

1: ( ) ( )
2

1 1 ( / ) , 0
2

1 1 ( / ) , 0
2

1( ) ( / )
| |

j at

j t

j t

F

x at X j e d

X j a e d a
a

X j a e d a
a

x at X j a
a

ω

ω

ω

ω ω
π

ω ω
π

ω ω
π

ω

+∞

−∞

+∞

−∞

+∞

−∞

=

 >= 
− <


∴ ←⎯→







证明

)()( ωjXtx FT −⎯→←−令a=-1, 

4.3.5时间与频率的尺度变换




 

式中a是一个实常数，信号尺度变换后（ |a|>1压
 缩、 |a|<1扩展） ，其频谱信号除了有一个1/|a|的幅

 度因子外，在频率上还有一个线性因子1/a的变换。


 

若令a = -1，则表示信号反转：

时间上反转一个信号，它的频谱也反转

1( ) ( )
| |

F jx at X
a a

ω←⎯→

( ) ( )Fx t X jω− ←⎯→ −





 
时间与频率的尺度变换式，一个通俗的说明就是当磁带在录

 音和放音时的速度不同时，对其所含频率分量的影响。如当
 放音速度比原磁带录音时的速度要高，如以两倍速度播放

 (a=2)，则只需要原先一半的时间就播放完，这就相当于信
 号在时域上受到压缩(a>1)，那么其频谱就应该扩展，因而
 听来就觉得声音的频率变高了，表现为觉得刺耳。



 
反之，如果放音的速度比原来的慢(0< a<1)，那么听起来在

 频率上就觉得降低了。例如，一只小铃的声音被慢放，你听
 到的将是声音深沉的钟声。



 
尺度变换性质又一次说明了时域与频域的相反关系。物理学

 中的测不准原理。



4.3.6  对偶性

比较一下正变换和反变换的关系式

这两个式子在形式上很相似，但并不完全一样。这种

对称性导致了傅里叶变换的一个性质，称之为对偶性。


 

例4.4和例4.5中傅里叶变换对之间的关系

1( ) ( )
2

( ) ( )

j t

j t

x t X j e d

X j x t e dt

ω

ω

ω ω
π

ω

+∞

−∞

+∞ −

−∞

=

=





1 1
1 1

1

1,  | | 2sin( ) ( )
0,  | |

Ft T Tx t X j
t T

ωω
ω

<
= ←⎯→ = >

2 2

1,  | |sin( ) ( )
0,  | |

F WWtx t X j
Wt

ω
ω

ωπ
<

= ←⎯→ =  >






 

这两个例子所呈现的对称性可以推广到一般的傅里
 叶变换中去。明确一点说就是，由于正变换和反变
 换式之间的对称性，对于任何变换对来说，在时间
 和频率变量交换之后都有一种对偶的关系。
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因此

)()( ωjXtx FT⎯→←如果

)(2)( ωπ −⎯→← xjtX FT

)(2)(

)()(2

)(
2
1)(

:

)(
2
1)(:

ωπ

ωπ
π

ω

ω

ωω
π

ω

ω

ω

−⎯→←∴

=−

=

=







∞+

∞−

−

∞+

∞−

+∞

∞−

xjtX

dtejtXx

dtejtXx

andtexchange

dejXtx

FT

tj

tj

tj证明

例题
 

4.13 

4.3.6 对偶性



例4.13  考虑用对偶性来求信号g(t)的傅里叶变换G(jω)

解：在例4.2的傅里叶变换对

其频谱信号与信号g(t)有类似的函数形式。

设信号x(t) ，它的傅里叶变换是（即a=1）：

2

2( )
1

g t
t

=
+

| |
2 2

2( ) ( )Fa t ax t e X j
a

ω
ω

−= ←⎯→ =
+

2

2( )
1

X jω
ω

=
+




 

那么，由例4.2就有

对于这一变换对的傅里叶反变换公式

两边乘以2π，并将t以-t置换，得

将变量t与ω互换

| |
2

2( ) ( )
1

Ftx t e X jω
ω

−= ←⎯→ =
+

| |
2

1 2( )
2 1

t j te e dω ω
π ω

+∞−

−∞
=

+

| |
2

22 ( )
1

t j te e dωπ ω
ω

+∞− −

−∞
=

+

式
向
傅
里
叶
变
换
式
靠

就
是
从
傅
里
叶
反
变
换

| |
2

22 ( ) ( ) ( )
1

j t j te e dt g t e dt G j
t

ω ω ωπ ω
+∞ +∞− − −

−∞ −∞
= = =

+ 




 

通过这个例子，我们得到对偶性的数学表达

若

则：


 

对例4.13来说，已知

( ) 2 ( )FX t xπ ω←⎯→ −

( ) ( )Fx t X ω←⎯→

2

2 ?
1

F

t
←⎯→

+
| |

2

| |
2

2( ) ( )
1

2( ) 2 ( ) 2
1

Ft

F

x t e X

X t x e
t

ω

ω
ω

π ω π

−

−

= ←⎯→ =
+

= ←⎯→ − =
+
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P220 例题 4.13

?)()( 21
2 =⎯→←=

+
ωjGtg FT

t

2
2

1
( ) ( )t FTx t e X j

ω
ω−

+
= ←⎯→ =

2
2

1
( ) 2 ( ) 2FT

t
X jt x e ωπ ω π −

+
= ←⎯→ ⋅ − = ⋅

( ) ( ) 2FTg t G j e ωω π −←⎯→ = ⋅

请修正书上错误
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



 

 



∞+

∞−

∞+

∞−

∞+

∞−

∞+

∞−

−

∞+

∞−

∞+

∞−

−

+∞

∞−

+∞

∞−

=

=

=

=

=

ωω
π

ωωω
π

ωω
π

ωω
π

ω

ω

djX

djXjX

ddtetxjX

dtdejXtx

dttxtxdttx

tj

tj

2

*

*

*

*2

|)(|
2
1

)()(
2
1

])()[(
2
1

])(
2
1)[(

)()(|)(|:证明

例题 4.14 

因此

)()( ωjXtx FT⎯→←如果

ωω
π 

∞+

∞−

∞+

∞−
= djXdttx 22 |)(|

2
1|)(|

4.3.7 帕斯瓦尔定理



帕斯瓦尔定理

信号的总能量即可以按每单位时间内的能量（|x(t)|2）, 
在整个时间内积分计算出来，也可以按每单位频率内

能量（ |X(jω)|2
 

/2π）在整个频率范围内积分而得到。

因此|X(jω)|2常称为信号x(t)的能谱密度。

2 21| ( ) | | ( ) |
2

x t dt X j dω ω
π

+∞ +∞

−∞ −∞
= 
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P222 例题 4.14

)()(: ωjXtx FT⎯→←已知

:求

0
)(')2

=
=

t
txD


+∞

∞−
= dttxE 2)()1

)( ωjX

0 t

πj

1

1−

πj−

1
2

−

)( ωjX

0 t

π

11−

2/π

1
2
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课堂练习

P238    4.1 （b）
 4.2 （b）
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h(t) 

H(jω)
x(t) y(t)=x(t)*h(t)

X(jω
 

) Y(jω)=X(jω)H(jω)

LTI 系统:

)()()()(*)()( ωωω jHjXjYthtxty FT =⎯→←=

4.4 卷积性质



4.4  卷积性质


 
回想一下，我们是把x(t)的傅里叶变换公式当作复指

 数信号的一种线性组合来理解的：

前面讨论过，单位冲激响应为h(t)的LTI系统对复指
 数信号

 
的响应是

 
，这里

当
 

时，有

0

0
0 00

1 1( ) ( ) lim ( )
2 2

jk tj t

k
x t X j e d X jk e ωω

ω
ω ω ω ω

π π

+∞+∞

−∞ → =−∞

= = 

0jk te ω 0
0( ) jk tH jk e ωω

0
0( ) ( ) jk tH jk h t e dtωω

+∞ −

−∞
= 

0 0ω →

( ) ( ) j tH j h t e dtωω
+∞ −

−∞
= 




 

这样，式3.121中的频率响应H(jω)，就可以理解为该
 系统单位冲激响应的傅里叶变换。就有：

因此，该系统对x(t)的响应就是

因为y(t)和它的傅里叶变换是由下式联系在一起的：

这样，就可以将Y(jω)认为是

0 0
0 0 0 0 0

1 1( ) ( ) ( )
2 2

jk t jk tLTI

k k

X jk e X jk H jk eω ωω ω ω ω ω
π π

+∞ +∞

=−∞ =−∞

⎯⎯⎯⎯→ 系统

0

0
0 0 00

1( ) lim ( ) ( )
2

1      ( ) ( )
2

jk t

k

j t

y t X jk H jk e

X j H j e d

ω

ω

ω

ω ω ω
π

ω ω ω
π

+∞

→ =−∞

+∞

−∞

=

=





1( ) ( )
2

j ty t Y j e dωω ω
π

+∞

−∞
= 

( ) ( ) ( )Y j X j H jω ω ω=




 

也就是

该式所表达的，将两个信号的卷积映射为它们傅里
 叶变换的乘积。单位冲激响应的傅里叶变换H(jω)是

 按式3.121所定义的频率响应，它控制着在每一频率
 ω上输入傅里叶变换复振幅的变化，例如在某段频
 率域上H(jω)=1，表示带通； H(jω)=0，表示带阻。


 

在LTI系统分析中，频率响应H(jω)所起的作用与其
 反变换——单位冲激响应h(t)所起的作用是一样的。
 H(jω) 也同样表征了一个LTI系统的性质。

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )Fy t h t x t Y j X j H jω ω ω= ∗ ←⎯→ = 式4.56




 

如果一个LTI系统是稳定的话，那么该系统的单位
 冲激响应就一定是绝对可积的(稳定系统与冲激响应

 绝对可积之间是充要条件)，也就是

即满足狄里赫利的第一个条件。这样，一个稳定的
 LTI系统就有一个频率响应H(jω)。

| ( ) |h t dt
+∞

−∞
< ∞




 

在利用傅里叶分析来研究LTI系统时，将只局限于
 系统的冲激响应有傅里叶变换的情况。为了应用变
 换法来研究不稳定的LTI系统，就得建立一种更为

 一般化的连续时间傅里叶变换，这就是拉普拉斯变
 换，在第9章讨论。


 

如果冲激响应满足绝对可积条件，那么这个系统就
 是稳定系统，则其傅里叶变换存在。注意：这一条
 件是傅里叶变换存在的充分条件而不是必要条件。
 一些不满足绝对可积条件的函数也可有傅里叶变

 换，例如抽样函数，阶跃函数，符号函数和周期函
 数等。
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例题

4.15   4.16   4.17   4.19     
4.20 

4.4.1 举例
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P224 例题 4.15
系统已知LTI

.: 系统的输入与输出关系从时域和频域分析 LTI
?)( =th

?)( =ωjY

?)( =ωjH

)(tx
延时器

)()( 0ttxty −=

)()( ωjXtx FT⎯→←
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P225 例题 4.16

.: 系统的输入与输出关系从时域和频域分析 LTI
?)( =th

?)( =ωjY

)(tx
微分器

)(')( txty =

:系统已知 LTI

?)( =ωjH

)()( ωjXtx FT⎯→←



例4.16  一个微分器，即一个LTI系统的输入x(t)和输出
 y(t)由下列关系给出：

由微分性质

由式4.56，这个微分器的频率响应就是

( )( ) dx ty t
dt

=

( ) ( )Y j j X jω ω ω=

( )H j jω ω=
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P225 例题 4.17

)(tx

.: 系统的输入与输出关系从时域和频域分析 LTI
?)( =th

积分器
ττ ∞−

=
t

dxty )()(
:系统已知 LTI

?)( =ωjH

?)( =ωjY

)()( ωjXtx FT⎯→←



例4.17  一个积分器，即一个LTI系统由下列方程给出

那么，这个系统的单位冲激响应就是单位阶跃u(t)
 （为什么?）

因此，由例4.11得该系统得频率响应，也就是h(t)=u(t)
 傅里叶变换：

再利用式4.56，有

与傅里叶变换积分性质一样。

( ) ( )
t

y t x dτ τ
−∞

= 

1( ) ( )H j
j

ω πδ ω
ω

= +

1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1                                    ( ) (0) ( )

Y j H j X j X j X j
j

X j X
j

ω ω ω ω π ω δ ω
ω

ω π δ ω
ω

= = +

= +




 

作业：u(t)不满足绝对可积的条件，是否存在系统
 的频率响应？如果要用定义求解频率响应的话，就

 要用极限的方式求解。

0
( ) lim ( )at

a
u t e u t−

→
=

1( ) Fate u t
a jω

− ←⎯→
+
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P225 例题 4.18

)(tx

.: 系统的输入与输出关系从时域和频域分析 LTI

?)( =th

理想低通滤波器
)(ty

:系统已知 LTI







>

<
=

c

cjH
ωω
ωω

ω
,0

,1
)(








 

在这个例子中。我们能够看到在滤波器设计中所出
 现的一些问题，滤波器设计中涉及到时域和频域两
 方面的要求。尽管理想低通滤波器确实有非常完美
 的频率选择性，但是它的单位冲激响应的某些特性
 却可能是不希望的，如汽车减震系统的设计，显然
 一个低通滤波器单位冲激响应中的起伏振荡特性是
 我们所不希望的（我们希望是成指数衰减特性）。


 

滤波器设计方面的讨论，在理想频率选择性这样的
 频域特性与时域特性之间做一些折衷和权衡。
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P226 例题 4.19

)(tx

:求 ?)( =ty

)(ty
:系统已知 LTI

0),()( >= − btuetx bt

0),()( >= − atueth at



例4.19  考虑一LTI系统对输入x(t)的响应，系统的单位
 冲激响应是h(t)

解：不采用直接去计算

y(t)= x(t)*h(t), 而是将问

题变换到频域：

( ) ( ),   0
( ) ( ),   0

at

bt

h t e u t a
x t e u t b

−

−

= >
= >

1( )

1( )

X j
b j

H j
a j

ω
ω

ω
ω

=
+

=
+




 

因此，有


 

假设
 
将其展开为部分分式：

得到：

所以

1( ) ( ) ( )
( )( )

Y j X j H j
b j a j

ω ω ω
ω ω

= =
+ +

( ) A BY j
b j a j

ω
ω ω

= +
+ +

傅里叶反变换式

( )btAe u t− ( )atBe u t−

a b≠

1A B
b a

= = −
−

1( ) [ ( ) ( )]at bty t e u t e u t
b a

− −= −
−




 

当a=b时，部分分式展开不成立，此时


 

对傅里叶变换式，两边对ω微分

于是，有

即：

所以有：

2

1 1( ) [ ]
( )

dY j j
a j d a j

ω
ω ω ω

= =
+ +

( ) ( )

( ) ( )

j t

j t

X j x t e dt

dX j jtx t e dt
d

ω

ω

ω

ω
ω

+∞ −

−∞

+∞ −

−∞

=

= −




( )( ) F dX jjtx t

d
ω

ω
− ←⎯→

( )( ) F dX jtx t j
d

ω
ω

←⎯→

1( ) [ ]

           ( ) ( )

Fat

at

dte u t j
d a j

y t te u t
ω ω

−

−

←⎯→
+

=
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P228 例题 4.20

)(tx

:求

?)( =ty

)(ty
:系统已知 LTI

t
titx π

ωsin)( =
t

tcth π
ωsin)( =





4.5  相乘性质


 
卷积性质说的是时域内的卷积对应于频域内的乘积。

 由于时域和频域之间的对偶性，有一个相应的对偶性
 质存在，即：时域内的乘积对应于频域内的卷积。


 

一个信号被另一个信号去乘，可以理解为用一个信号
 去调制另一个信号的振幅，因此两个信号相乘往往也
 称之为幅度调制。

1( ) ( ) ( ) ( ) [ ( ) ( )]
2

Fr t s t p t R j S j P jω ω ω
π

= ←⎯→ = ∗
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乘法器模型:

例题
 

4.21  4.22  4.23 

)(*)(
2
1)()()()( ωω
π

ω jPjSjRtptstr FT =⎯→←=

s(t)
p(t)

r(t)

4.5 相乘性质
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P229 例题4.21

.)( 的波形图试画出 ωjS

:已知双边带调制电路
)(tx )()()( tptxts ⋅=

)(tp

01ω− 1ω ω

)( ωjX

ttp 0cos)( ω=

10 2ωω >

?)( 0 时呢tjetp ω−=



例4.21 设信号s(t)的频谱S(jω)，
同时另一个信号p(t)。

那么

利用相乘性质

0( ) cosp t tω=

0 0( ) ( ) ( )P jω πδ ω ω πδ ω ω= − + +

0 0

1( ) [ ( ) ( )]
2
1 1          ( ( )) ( ( ))
2 2

R j S j P j

S j S j

ω ω ω
π

ω ω ω ω

= ∗

= − + +
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P230 例题 4.22

.)( 的波形图试画出 ωjH

)( ts )(ty

)(tp

01ω− 1ω ω

)( ωjX
)(tp

)(tx
t

tcAth π
ωsin)( = )(tx

ttp 0cos)( ω=

10 2ωω >

?=A常数

:已知系统
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P230 例题
 

4.23

:已知

2
)2/sin()sin()(

t
tttx

π
⋅=

求

?)()()1 =⎯→← ωjXtx FT

.)()2 的波形图画出 ωjX





4.5.1  具有可变中心频率的频率选择性滤波

相乘性质的一个重要应用是在通信系统中的幅度调制。

另一个重要应用是在中心频率可调的频率选择性带通滤

波的实现上，其中心频率可以很简单地用一个调谐旋纽

来调节。


 

在由电阻器、运算放大器和电容器构成的频率选择性
 带通滤波中，其中心频率决定于许多元件参数，如果
 直接调节中心频率，全部元件都需以一种正确的方式
 变化，很困难，且与仅制作一个固定特性的滤波器相
 比甚为麻烦。一种可行的方法是利用一个固定特性的
 频率选择性滤波器，然后恰当地移动信号频谱的办法
 来改变滤波器的中心频率，这其中就要用到正弦幅度
 调制的原理。
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一个带通滤波器
 

:

4.5.1具有可变中心频率的频率选择性滤波



2 ( )cj t F
ce ω πδ ω ω←⎯→ −

cω ω= −

( )Y jω ( )W jω



cω

cω

cω−

cω−
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带通滤波器
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表 4.1 

表 4.2

4.6 傅里叶变换性质和傅里叶变换对列表



4.7  由线性常系数微分方程表征的系统


 

N阶微分方程


 

现考虑一个由式4.72表征的LTI系统。由卷积性质


 

现在，对式4.72两边取傅里叶变换

0 0

( ) ( )k kN M

k kk k
k k

d y t d x ta b
dt dt= =

=  式4.72

( ) ( ) ( )
( )( )
( )

Y j H j X j
Y jH j
X j

ω ω ω
ωω
ω

=

=

0 0

( ) ( )k kN M

k kk k
k k

d y t d x tF a F b
dt dt= =

   
=   

   
 




 

由傅里叶变换的线性性质，上式变为

并且由傅里叶变换的微分性质，可得：

等效为

因此，有：

0 0

( ) ( )k kN M

k kk k
k k

d y t d x ta F b F
dt dt= =

   
=   

   
 

0 0
( ) ( ) ( ) ( )

N M
k k

k k
k k

a j Y j b j X jω ω ω ω
= =

= 

0 0

( ) ( ) ( ) ( )
N M

k k
k k

k k

Y j a j X j b jω ω ω ω
= =

= 

0

0

( )
( )( )
( ) ( )

M
k

k
k
N

k
k

k

b j
Y jH j
X j a j

ω
ωω
ω ω

=

=

= =



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常系数微分方程:


==

=
M

k
k

k

k

N

k
k

k

k dt
tdxb

dt
tyda

00

)()(

傅里叶变换


==

=
M

k

k
k

N

k

k
k jXjbjYja

00

)()()()( ωωωω

定义: )(
)(

)(

)(
)()(

0

0 functionsystem
ja

jb

jX
jYjH N

k

k
k

M

k

k
k





=

===
ω

ω

ω
ωω

例题 4.24   4.25    4.26 

4.7 由线性常系数微分方程表征的系统
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P236 例题 4.24

:系统已知稳定LTI

)()()(' txtayty =+
求

?)(: =th该系统的单位冲激响应

0>a
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P236 例题 4.25

:系统已知稳定LTI

)(2)(')(3)('4)('' txtxtytyty +=++
求

?)(: =th该系统的单位冲激响应
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P236 例题4.26

:系统已知稳定LTI

)(2)(')(3)('4)('' txtxtytyty +=++

:求

?)(: =ty该系统的输出

)()(: tuetx t−=输入
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4.4 4.21(a)(h)
 

4.22(c)(d) 
4.25

 
4.28(a)

 
4.33 

4.34
 

4.36

作业
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小结---本章知识点很重要

（1）傅里叶变换定义式

1( ) ( )
2

j tx t X j e dωω ω
π

+∞

−∞
= 

t 
域

w 
域

( ) ( ) j tX j x t e dtωω
+∞ −

−∞
= 
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小结---（2）基本信号的傅里叶变换

1 0 2: sgn( )
1 0

FTt
t

t jw
>

= ←⎯→− <
6.符号函数

: ( ) 1FTtδ ←⎯→4.冲激函数

1: ( ) ( ) Re{ } 0FTatx t e u t a
a jw

−= ←⎯→ >
+

2.单边指数

1 1

1

1 | | 2sin: ( )
0 | |

FTt T wTx t
t T w

<
= ←⎯→ >

1.矩形脉冲

| |
2 2

2a: ( ) ( ) Re{ } 0FTa tx t e u t a
a w

−= ←⎯→ >
+

3.双边指数

: 1 2 ( )FT wπδ←⎯→5.直流信号

1: ( ) ( )FTu t w
jw

πδ←⎯→ +7.阶跃函数

0
02 ( )jw t FTe w wπδ←⎯→ −8.
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小结

（3）傅里叶变换性质

将复杂图形化为常见基本信号的组合形式，然后
 利用性质来求解X(jw)。
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