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学习内容(2学时)



采样定理



欠采样的效果：混叠现象




 

本章主要讨论的问题有

1. 首先介绍并建立采样的概念和从样本值重建一个
 连续时间信号的过程。

2. 一个连续时间信号能真正由它的样本值恢复出来
 的条件，并研究当这些条件不满足时所产生的后
 果。

3. 研究经由采样已经变换到离散时间信号的连续时
 间信号处理。

4. 讨论离散时间的采样，以及有关的抽取和内插的
 概念。
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学习目标

1. 理解采样的概念；

2. 掌握采样定理。





7.0  引言


 
在一定条件下，一个连续时间信号完全可以用该信号

 在等时间间隔点上的值或样本来表示，并且可以用这
 些样本值把该信号全部恢复出来。


 

听起来有点不可思议，其原理来自于采样定理。


 

采样的概念使人们找到了这样一种方法：利用离散时
 间系统技术来实现连续时间系统并处理连续时间信

 号，可以利用采样先把一个连续时间信号进行变换为
 一个离散时间信号，再用一个离散时间系统将该离散
 信号处理以后，再把它变换回到连续时间中来。
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7.0 引言

采样（抽样）：用离散化的一组样本值
 

表示连续函数的过程或方法。

“采样定理”告诉我们：在一定条件下，一个连
 

续时间信号或离散序列均可唯一地用其等间
 

隔的样本值来表示，这种表示是完全和充分
 

的。



7.1  用信号样本表示连续时间信号：采样定理


 
一般来讲，在没有任何附加条件下或说明下，我们不

 能指望一个信号都能唯一地由一组等间隔的样本值来
 表征。例如x1 (kT)= x2 (kT)= x3 (kT)，在T的整数倍时刻
 点上，它们有相同的值。


 

很明显，有无限多个信号都可以产生一组给定的样本
 值。




 

然而，将会看到，如果一个信号是带限的（即它的傅
 里叶变换在某一有限频带以外均为零），并且它的样
 本取得足够密的话（样本数>>     ，相对于信号中的最
 高频率而言），那么这些样本值就能唯一地用来表征

 这一信号，并且能从这些样本中把信号完全恢复出
 来。这一结果就是采样定理。

0 ω
cω

cω
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7.1 用信号样本表示连续时间信号：采样定理

？怎样得到一个连续时间
 

信号x(t)的样本值

{ ( ), 0, 1, 2, }x nT n = ± ± 

答案：冲激串采样。



7.1.1  冲激串采样


 

为了建立采样定理，我们需要一种方法来表示一个连
 续时间信号在均匀间隔上的采样，即通过用一个周期
 冲激串去乘待采样的连续时间

 信号x(t)。这一方法称为冲激串
 采样。该周期冲激串p(t)称为采
 样函数，周期T称为采样周期，
 而p(t)的基波频率

 称为采样频率。


 

在时域中有

xp (t) = p(t)x(t)
其中

2 /s Tω π=

( ) ( )
n

p t t nTδ
+∞

=−∞

= −




 

由在1.4.2节曾讨论过的单位冲激函数的性质有：

于是有

可见xp (t)本身就是一个冲激串，其冲激的幅度等于x(t) 
在以T为间隔处的样本值。

由傅里叶变换的相乘性质知道：

0 0 0( ) ( ) ( ) ( )x t t t x t t tδ δ− = −

( ) ( ) ( ) ( ) ( )p
n n

x t x t t nT x nT t nTδ δ
+∞ +∞

=−∞ =−∞

= − = − 

1( ) [ ( ) ( )]
2pX j X j P jω ω ω
π

= ∗
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7.1.1 冲激串采样







=

=

)](*)([
2
1)(

)()()(

ωω
π

ω jPjXjX

tptxtx

p

p

x(t)

p(t)

xp (t)


+∞

−∞=

−==
n

T nTtttp )()()( δδ冲激串：

(1)  采样
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
+∞

−∞=

−=⋅=
n

Tp nTtnTxttxtx )()()()()( δδ

2、在时域中：冲激串采样的时域波形

在时域中很难想象，由这些样本值就能充分表示整个信号!
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. .

( ) ( )
1( ) ( )

4
2( ) ( ) 2 ( ) ( )
T

2=
T

FT

F S
k

FT
k s s

k k

s

x t X j

p t a
T

p t P j a k k

ω

πω π δ ω ω δ ω ω

πω

+∞ +∞

=−∞ =−∞

←⎯→

←⎯⎯→ =

←⎯→ = − = − 

周期信号

由例 .8可得

3、频域中考虑




 

而信号与一个单位冲激函数的卷积就是该信号的移
 位，即

 
，于是有0 0( ) ( ) ( ( ))X j X jω δ ω ω ω ω∗ − = −

1( ) [ ( ) ( )]
2
1 2            [ ( ) ( )]

2
1            ( ) ( )

1            ( ( ))

p

s
k

s
k

s
k

X j X j P j

X j k
T

X j k
T

X j k
T

ω ω ω
π

πω δ ω ω
π

ω δ ω ω

ω ω

+∞

=−∞

+∞

=−∞

+∞

=−∞

= ∗

= ∗ −

= ∗ −

= −






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时
 域
 采
 样
 在
 频
 域
 中
 的
 效
 果 混叠
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试问：要使移位的X（jω)不重叠，应满
 

足什么限制条件？

答：必须满足：

s M Mω ω ω− >
即： 2s Mω ω>




 

这就是说，
 
是频率

 的周期函数，它由一组移

位的
 
的叠加所组成，

但在幅度上标以1/T的变化。


 

在图c中，由于

即
 

，因此在互相移

位的这些
 
之间，并无

重叠现象出现；而在图d中，

由于
 

，从而存在

重叠。

( )pX jω
ω

( )X jω

M s Mω ω ω< −

2s Mω ω>
( )X jω

2s Mω ω<

总结




 

对于图c的情况，
 
如实地在采样频率的整数倍上

 重现，因而，如果
 

，x(t)就能完全用一个低通
 滤波器从xp (t)中恢复出来。该低通滤波器的增益为T，
 截止频率大于

 
，但小于

 
。


 

在采样定理中，采样频率必须大于
 
，该频率

 一般被称为奈奎斯特率。

( )X jω
2s Mω ω>

Mω s Mω ω−

2 Mω 2 Mω
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4、采样定理

且

( ) ( ),CTFTx t X jω←⎯⎯→

2, 2s M
M

T or
T

π πω ω
ω

≤ = ≥

( ) 0,| | MX jω ω ω= >

设x(t)是某一个带限信号，即

如果抽样间隔T满足：

为信号最高频率。则x(t)就唯一地由其样本
 

值
 

所确定。{ ( ), 0, 1, 2, }sx nT n = ± ± 
Mω
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5、从样本中恢复一个连续时间信号（Recovery）

满足采样定理的条件

低通滤波器

, | |
( ) ,

0 , | |
c

c

T
H j

ω ω
ω

ω ω
<

=  >
M c s Mω ω ω ω< < −
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6、采样与恢复系统

系统的采样与重建
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
 

正如第6章所讨论的，在实际应用中，理想低通滤波器
 都是被一个非理想滤波器

 
所代替，该

 对于所关心的问题来说已足够准确地近似于所要求的
 频率特性，即当

 
，

( )H jω ( )H jω

, ( )M H j Tω ω ω< ≈ , ( ) 0s M H jω ω ω ω> − ≈

T

( )H jω

ω
Mω s Mω ω−
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从已采样信号中恢复原信号所允许的最低采样频
 率等于2 ω

 
M，称为奈奎斯特（Nyquist）频率

 以ω s = 2 ω M 进行采样，称为临界采样

 以ω s > 2 ω M 进行采样，称为过采样
 

（Oversampling）

 以ω s < 2 ω M 进行采样，称为欠采样
 

(Undersampling)



第7章 采样 26

(1) 采样系统结构

7.1.2 零阶保持采样



第7章 采样 27

从已采样信号中恢复原信号所允许的最低采样频
 率等于2 ωM

 

，称为奈奎斯特（Nyquist）频率。

以ω s = 2 ω M 进行采样，称为临界采样。

以ω s > 2 ω M 进行采样，称为过采样
 

（Oversampling）。

以ω s < 2 ω M 进行采样，称为欠采样
 

(Undersampling)。



7.1.2  零阶保持采样


 

利用冲激串采样存在这样一个问题，即实际上对于产
 生和传输窄而幅度大的脉冲（这就很近似于冲激）都
 是相当困难的。因此以所谓零阶保持的方式来产生采
 样信号往往更方便些。


 

在一个给定的瞬时对x(t)采样，并保持这一样本值直到
 下一个样本被采到为止。


 

由一个零阶保持系统的输出来重建x(t)仍然可以用低通
 滤波的办法来实现。但是，这一情况下，所要求的滤

 波器特性不再是在通带内具有恒定的增益。
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7.1.2 零阶保持采样

(1) 零阶保持系统：

在给定的等间隔时刻对x(t)采样，并保
 

持这一样本值直到下一个采样时刻为止




 

为了求得所要求的滤波器
 特性，首先注意到这个零
 阶保持的输出x0 (t)在原理
 上可以用冲激串采样，再
 紧跟着一个LTI系统（该

 系统具有短形的单位冲激
 响应）来得到。
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零阶保持
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信号恢复




 

为了由x0 (t)重建x(t)，考虑用一个单位冲激响应hr (t)，
 频率响应为

 
的LTI系统来处理x0 (t)。这个系统与

 图7.6的系统级联（级联系统的总频率响应是各分系统
 频率响应的乘积），如图6.7


 

在这里，我们希望给出一个
 

，以使得r(t)=x(t)。
 如果h0 (t)和hr (t)级联后的特性是图7.4中所用的理想低

 通滤波器
 

的特性的话，那么r(t)=x(t)。

( )rH jω

( )rH jω

( )H jω




 

根据例4.4和4.3.2节傅里叶变换的时移性质，有


 

这就要求

/ 2
0

2sin( / 2)( ) [ ]j T TH j e ω ωω
ω

−=

/ 2 ( )( )
2sin( )

2

j T

r
e H jH j T

ω ωω ω

ω

=




 

例如，若
 

的截止频率
 等于

 
，则在零阶保持系

 统后面的重建滤波器的理想模
 和相位特性如图所示：

( )H jω
/ 2sω

,   / 2
( )

0,   / 2
s

s

T
H j

ω ω
ω

ω ω
 <= 

>

T

/ 2sω ω/ 2sω−



7.2  利用内插由样本重建信号


 

内插：就是用一连续信号对一组样本值的拟和，也就
 是说用样本值来重建某一函数的过程。


 

线性内插：就是将相邻的样本点用直线连接起来。


 

更为复杂的内插公式，样本点之间用高阶多项式或其
 他的数学函数来进行拟和。




 

在7.1节已知，一个带限信号，如果采样足够密的话，
 那么信号就能完全被恢复。这就是说，通过应用一个

 低通滤波器在样本点之间的真正内插就可以实现。


 

考虑图7.4中该低通滤波器的在时域中的效果

输出：

1 sin( )( ) ( )F c c

c

T tH j h t
t

ω ωω
πω

−

⎯⎯→ =

( ) ( ) ( )

       [ ( ) ( )] ( )

       ( ) ( )

sin( ( ))       ( )
( )

r p

n

n

c c

n c

x t x t h t

x nT t nT h t

x nT h t nT

T t nTx nT
t nT

δ

ω ω
π ω

+∞

=−∞

+∞

=−∞

+∞

=−∞

= ∗

= − ∗

= −

−=
−







内插函数




 

在
 

时的重建信号过程


 

这种利用理想低通滤波器的单位

冲激响应的内插通常称为带限内插

因为这种内插，只要x(t)是带限的，

而采样频率又满足采样定理中的条

件，就实现了信号的真正重建。

/ 2c sω ω=




 

实际中，往往设计的都是准确性差一点，但简单一些
 的滤波器，或者说简单些的内插函数。例如上节讲的
 零阶保持，就可以看作是在样本值之间进行内插的一
 种形式，其内插函数就是图7.6所示的单位冲激响应

 h0 (t)。显然此时的输出x0 (t)是对原信号x(t)近似。




 

尽管零阶保持是一种很粗糙的近似，但在某些情况下
 这已经是足够了。




 

如果由零阶保持所给出的粗糙内插不够满意，可以使
 用各种更为平滑的内插手段，其中的一些合起来统称
 为高阶内插。


 

特别是零阶保持产生如图7.5所示的输出信号是不连续
 的：


 

而与此相比，线性内插产生的恢复信号是连续的。然
 而由于在各样本点上斜率的改变而导致导数是不连续
 的。




 

线性内插，也称为一阶保持，其h(t)为三角形特性。

21 sin( / 2)( ) [ ]
/ 2
TH j

T
ωω

ω
=



•当然，也可以定义二阶或高阶保持系统，它们所恢复
的信号具有更好的平滑度。例如二阶保持系统的输出
在样本值间的内插可以给出连续的曲线。
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7.3 欠采样的效果：混叠现象

混叠现象：当 ω
 s

 
<

 
2ωM

 
时，式

 
（7.6）中的X(jω)和它的像产生重

 叠，将绝无可能无失真地恢复或重建
 原信号。





7.3  欠采样的效果：混叠现象


 
当

 
时，在7.6式中那些单个项发生重叠，这一

 现象称为混叠。


 

现在，这种情况下，即使用带限内插得到的恢复信号
 xr (t)也不会等于x(t)。但是，原始信号x(t)与xr (t)在那些
 采样瞬间总是相等的，即对任意选取的

 
，都有

2s Mω ω<

sω

( ) ( ),   0, 1, 2,.......rx nT x nT n= = ± ±

1( ) ( ( ))p s
k

X j X j k
T

ω ω ω
+∞

=−∞

= −




 

以正弦信号为例，讨论
 

时的情况

其频谱：


 

我们讨论对一个固定的采样频率
 

来说，当
 

改变后
 对

 
所产生的影响。低通滤波器的通带是

2s Mω ω<

sω 0ω
( )pX jω / 2c sω ω=

0( ) cosx t tω=
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ωs =6ω0

ωs =3ω0
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ωs =1.5ω0

ωs =1.2ω0




 

可以看到，图b和图c中，

由于
 

，因此没有

出现混叠现象；而在图d和
图e中混叠现象出现了。

0 / 2sω ω<

0

0

( )
       ( )

rX πδ ω ω
πδ ω ω

= −
+ +

0

0

[ ( )]
       [ ( )]

r s

s

X πδ ω ω ω
πδ ω ω ω

= − −
+ + −

0( ) cos( )rx t tω=

0( ) cos( )r sx t tω ω= −




 

当混叠现象发生时，原始频率
 

就被混叠成一个较低
 的频率

 
。欠采样的效果，较高频率被折到较低

 频率。

0ω
0sω ω−




 

频闪效应

比较极端的情况，若闪光灯

只在圆盘转一周时闪烁拍片

一次（这就相当于
 

）

那时，这根径线看起来好像

静止不动似的，这就相当于

圆盘的旋转频率及其谐波都

被混叠到零频率上去了。

0sω ω=
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混叠效应使原信号中的一些高频
 

分量混叠到较低的频率上，会造成
 

信号的失真，这种失真为混叠失
 

真。

抗混叠滤波器：限制信号最高频率小于
 

采样频率的一半。



7.4  连续时间信号的离散时间处理


 

离散时间信号的处理可以借助某一通用或专业计算
 机、各种微处理器，或任何面向离散时间信号处理而

 专门设计的装置（DSP芯片）来实现。




 

在满足采样定理的情况下，连续时间信号xc (t)可以用一
 串瞬时样本值xc (nT)来表示；也就是说，离散时间序列
 xd [n]= xc (nT)。同理，有yd [n]= yc (nT)。


 

连续时间到离散时间的转换，缩写为C/D，用于实现
 C/D转换的器件就叫模拟数字（A/D）转换器；离散时

 间到连续时间的转换，缩写为D/C，用于实现D/C转换
 的器件就叫数字模拟（D/A）转换器




 

进一步说明连续信号xc (t)和它的离散时间表示xd [n]之
 间的关系，可以把连续时间到离散时间的变换表示为
 一个周期采样的过程，再紧跟着一个把冲激串映射为
 一个序列的环节。




 

图7.21的第一步代表一个采样过程，冲激串xp (t)就是一
 个冲激序列，各冲激的幅度与xc (t)的样本值相对应，而
 在时间间隔上等于采样周期T。然后，在从冲激串到离
 散时间序列的转换中，得到xd [n]；这就是以xc (t)的样

 本值为序列值的同一序列，
 但是时间间隔是用新的自变
 量n。因此，实际上从样本的

 冲激串到样本的离散序列的
 转换可以认为是一个时间的
 归一化过程。

时域上自变量的尺度变换

 x(t)→x(2t)，信号压缩




 

考察频域特性
 在这里我们面临着既要在连续时间又要在离散时间处

 理傅里叶变换，因此，用
 

表示连续时间的频率变
 量，用

 
表示离散时间的频率变量。


 

上节已知，样本的冲激串是

又因为

所以，有冲激串的频谱：

ω
Ω

( ) ( ) ( )p c
n

x t x nT t nTδ
+∞

=−∞

= −
( ) F j nTt nT e ωδ −− ⎯⎯→

系数

( ) ( ) j nT
p c

n
X j x nT e ωω

+∞
−

=−∞

= 




 

现在我们考虑xd [n]的离散时间傅里叶变换，即

利用
 

的表达式，有


 

这样以来，我们就用样本的冲激串来描述了样本离散
 序列的频谱。因此，得到下面的关系：


 

从而找出了样本的冲激串的频谱与样本离散序列的频
 谱之间的关系

( ) [ ]j j n
d d

n
X e x n e

+∞
Ω − Ω

=−∞

= 
( )pX jω

( ) ( )j j n
d c

n
X e x nT e

+∞
Ω − Ω

=−∞

= 

( ) ( / )j
d pX e X j TΩ = Ω 式7.21




 

而已知：

因此得到

1( ) ( ( ))p c s
k

X j X j k
T

ω ω ω
+∞

=−∞

= −
1( ) ( ( / ))

1             ( ( / 2 / ))

1             ( ( 2 ) / )

j
d c s

k

c
k

c
k

X e X j T k
T

X j T k T
T

X j k T
T

ω

π

π

+∞
Ω

=−∞

+∞

=−∞

+∞

=−∞

= Ω −

= Ω −

= Ω −







式7.22

式7.23




 

图中，
 
就是

 
的重复，唯频率坐标有一个

 尺度变换：

( )j
dX e Ω ( )pX jω






 

让我们把这一节前面讲的内容用一个系统图来描述：


 

显然，如果图中的离散时间系统是一个恒等系统的话
 （即xd [n] = yd [n]），而且假定满足采样定理中的条

 件，那么整个系统也是一个恒定系统。

离散时间系统的频率响应 ( )j
dH e Ω
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