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本章内容（2学时）

傅里叶变换的模和相位表示

LTI系统频率响应的模和相位表示

线性和非线性相位

群时延

理想频率选择性滤波器的时域特性
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学习目标

掌握LTI系统频率响应的模和相位表示

了解线性相位和非线性相位，以及群
 时延的概念；

了解理想频率选择性滤波器的时域特性



6.0 引言


 

对于一个LTI系统来说，除了通过卷积的时域特性
 外，利用系统的频率响应的频域特性是另一种可供选

 择的表示方法。在LTI系统分析中，由于时域中的微
 分（差分）方程和卷积运算在频域都变成了代数运

 算，所以利用频域往往特别方便。


 

但是我们需要考虑的是，在系统设计和分析中，将时
 域特性和频域特性联系起来并给予权衡考虑。
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6.0 引言

一、LTI系统的描述方法：

（1）时域特性（卷积）；

（2）频域特性（系统频率响应）

二、在系统分析和设计中，将时域和频域
 特性联系起来并给以权衡考虑是很有必
 要的



6.1 傅里叶变换的模和相位表示


 

一般说来，傅里叶变换是复数值的，用它的模和相
 位来表示。

连续时间傅里叶变换X(jω)的模－相表示：

离散时间傅里叶变换X(ejω)的模－相表示：

( )( ) ( ) j X jX j X j e ωω ω ∠=

( )( ) ( )
jj j j X eX e X e e
ωω ω ∠=
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6.1 傅里叶变换的模和相位表示

)(|)(|)( ωωω jXjejXjX ∠=

)(
)(|)(|

)( SpectrumPhasee
SpectrumMagnitudejX

jXj 相位频谱

幅度频谱

−−−

−−−
∠ ω

ω

连续时间傅立叶变换（CFT）的模-相表示：


信号

 
x(t)的傅氏变换

 
:

)()( ωjXtx F⎯→←




 

傅里叶变换式本身可以看做是信号x(t)的一种分解，即
 把信号x(t)分解成不同频率的复指数信号之和：


 

由帕斯瓦尔定理，|X(jω)|2可以看作是x(t)的能谱密
 度；也就是|X(jω)|2dω/2π可以认为是信号x(t)中位于

 频率由ω到ω＋dω之间这样一个无限小的频带内所占
 有的能量。因此，模|X(jω)|所描述的是一个信号的基

 本频率含量，也即给出是组成x(t)的各复指数信号相对
 振幅的信息。

1( ) ( )
2

j tx t X j e dωω ω
π

+∞

−∞
= 




 

另一方面，相位角≮X(jω)不影响各个频率分量的大
 小，但是提供的是有关这些复指数信号的相对相位信
 息。由≮X(jω)所代表的相位关系对信号x(t)的本质属
 性有显著的影响。尤其是，依赖于什么样的相位函

 数，即使模函数保持不变，也能得出看上去很不相同
 的信号。例如图3.3所示的例子，由于相对相位关系，
 造成振幅叠加效应。


 

作为相位影响的另一个例子，如下信号

1 2 3
1 2( ) 1 cos(2 ) cos(4 ) cos(6 )
2 3

x t t t tπ φ π φ π φ= + + + + + +
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1、相位对波形的影响：

1 2 3
1 2( ) 1 cos(2 ) cos(4 ) cos(6 )
2 3

x t t t tπ φ π φ π φ= + + + + + +

0321 =Φ=Φ=Φ

12,8,4 321 =Φ=Φ=Φ

93.0,7.2,6 321 =Φ−=Φ=Φ

2.7,1.4,2.1 321 −=Φ=Φ=Φ

过桥齐步走?
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1、相位对波形的影响：

1 2 3
1 2( ) 1 cos(2 ) cos(4 ) cos(6 )
2 3

x t t t tπ φ π φ π φ= + + + + + +
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相应的matlab程序：



 
clear all 



 
t=0:0.01:10; 



 
for i=1:length(t) 



 
x1(i)=1+0.5*cos(2*pi*t(i)+0)+cos(4*pi*t(i)+0)+2.0/3*cos(6*pi*t(i)+0); 



 
x2(i)=1+0.5*cos(2*pi*t(i)+4)+cos(4*pi*t(i)+8)+2.0/3*cos(6*pi*t(i)+12); 



 
x3(i)=1+0.5*cos(2*pi*t(i)+6)+cos(4*pi*t(i)-2.7)+2.0/3*cos(6*pi*t(i)+0.93); 



 
x4(i)=1+0.5*cos(2*pi*t(i)+1.2)+cos(4*pi*t(i)+4.1)+2.0/3*cos(6*pi*t(i)-7.02); 



 
end 



 
subplot(4,1,1),plot(t,x1) 



 
subplot(4,1,2),plot(t,x2) 



 
subplot(4,1,3),plot(t,x3) 



 
subplot(4,1,4),plot(t,x4)




 

一般说来，X(jω)的相位函数的变化会导致信号x(t)时
 域特性的改变。作为一个极端的例子，若x(t)是一盘录
 音，那么x(-t)就是把这盘录音倒过来放。假设x(t)是实
 值信号，由傅里叶变换性质有 x(-t)的频谱是：

其频谱的模函数与原信号的模函数是一样的，而相位
 函数则反相。

( ){ ( )} ( ) ( ) j X jF x t X j X j e ωω ω −− = − =
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2、相位重要性及其影响的实例

（1）x(t)是录制在磁带上的一句话，那
 么x(-t)就代表把这个句子倒过来。



（2）对图像的影响。





 

说明相位的重要性的第二个例子是在研究图像信号中
 发现的。看一幅图像最重要的信息就是图像边缘和那
 些高对比度的区域。从直观上看，在一幅图像上最大
 和最小强度的地方就是这些不同频率的复指数信号发
 生在同相位的地方。因此，一幅图像的傅里叶变换的
 相位包含了图像中大部分信息，尤其是关于边缘方面
 的信息。
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),( 21 ωω jjP∠|),(| 21 ωω jjP

模重要? 
相位重要?
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0:
|),(|: 21

相位

模 ωω jjP

),(:
1:

21 ωω jjP∠相位

模
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),(:
:

21 ωω jjP∠相位

模



6.2  LTI系统频率响应的模和相位表示


 

LTI系统的输入和输出的傅里叶变换是

类似的，离散条件下

因此，一个LTI系统对输入的作用就是改变信号中每一
 频率分量的复振幅。利用模－相表示：

( ) ( ) ( )Y j H j X jω ω ω=

( ) ( ) ( )j j jY e H e X eω ω ω=

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

Y j H j X j
Y j H j X j

ω ω ω
ω ω ω

=
∠ = ∠ + ∠
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6.2 LTI系统频率响应的模和相位表示

系统特性:

)(|)(|)( ωωω jHjejHjH ∠=

)()( ωjHth F⎯→←冲激响应：

)(
)()(

ω
ωω
jX
jYjH =频率响应:

)(
)(|)(|

)( ResponsePhasee
ResponseMagnitudejH

jHj 相位响应

幅度响应

−−−
−−−

∠ ω

ω

|H(jω)|为系统的增益。

≮H(jω)为系统的相移，它可改变输入信号中各分
 量之间的相对相位关系。




 

一个LTI系统对输入傅里叶变换模特性上的作用就是
 将其乘以系统频率响应的模，为此，|H(jω)|一般称为
 系统的增益。同时，由LTI系统将输入的相位≮X(jω) 

变化成在它基础上附加了一个相位≮H(jω)，因此，
 ≮H(jω)一般就称为系统的相移。


 

如果， 系统对输入的改变是一种有意义的方式进行
 的，那么这种在模和相位上的变化可能就是我们所希

 望的；否则就是不希望的，在这种情况下模和相位的
 改变，一般就称为幅度与相位的失真。




 

电视模拟信号失真

在信号经过每一个元器件时，其参数都受热噪声等随
 机的不稳定性因素的影响，此外，外界环境干扰等随
 机不稳定因素也会对信号产生影响，引起信号失真。
 总的来说，失真包含幅度失真和相位失真两种。信号
 的水平线条增粗，是信号的幅度发生失真。信号的垂
 直线条增粗，是信号的相位发生失真。模拟信号一旦
 发生失真，在以后的处理中，将保持这种失真。这就
 是失真信号的继承性。
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6.2.1 线性与非线性相位

)()(
)(

)()(

0

0

0

phaseLineartjH
ejH

ttxty
tj

ωω
ω ω

−=∠
=

−=
−

线性相位: ωω kjH =∠ )(

非线性相位: 非线性方程=∠ )( ωjH

例题:

效果:线性相位意味着信号传输无失真!

Linear and Nonlinear Phase



6.2.1  线性和非线性相位


 

当相移是ω的线性函数时，即

相移在时域中的作用就有一个非常直接的解释。


 

考虑频率响应为
 

的连续时间LTI系统，
 它有单位增益和线性相位，即

在例4.15中已指出，具有这种频率响应的系统所产生
 的输出就是输入的时移，即


 

在离散时间情况下，当线性相位的斜率k为整数时，
 与连续时间情况类似。

( )H j kω ω∠ =

0( ) j tH j e ωω −=

0( ) 1,   ( )H j H j tω ω ω= ∠ = −

0( ) ( )y t x t t= −




 

当输入信号受到的是一个ω的非线性函数的相移时，
 那么在输入中各不同频率的复指数分量都将以某种方
 式移位，而在它们的相对相位上发生变化。当这些复
 指数再次叠加在一块时，就会得到一个看起来与输入
 信号有很大不同的信号。
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输入信号

线性相位

非线性相位




 

要注意的是，上例中考虑的系统都全具有单位增益，
 这样输入信号傅里叶变换的模通过这些系统时都没有
 改变。为此，这样的系统一般称为全通系统。一个全
 同系统的特性完全由它的相位特性决定。


 

当然，一般说来，LTI系统即会在幅度上（通过增益
 |H(jω)|），也会在相位上（可能是线性相位也可能是
 非线性相位）给予影响。
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6.2.2 群时延（Group Delay）

)()(
)(

0

0

delaysignalt
tjH

=
−=∠

ωτ
ωω

定义: )()( ω
ω

ωτ jH
d
d ∠−=

例题:

Distortionless system:            is flat.)(ωτ

0)()()( 0
tjFT ejHttxty ωω −=⎯⎯⎯ →←−=



6.2.3  对数模和波特图


 

相位关系是相加的，而模的关系则涉及|H(jω)|和
 |X(jω)|的相乘。因此，如果傅里叶变换的模是在一个

 对数幅度上展示的话，那么就有一个相加的关系：


 

因此，如果有一张输入的傅里叶变换和LTI系统频率
 响应的对数模和相位图，那么输出的傅里叶变换就可
 以将两者对数模的图相加和它们的相位图相加来得

 到。


 

在一个对数标尺上展现傅里叶变换的模，还能在一个
 较宽的动态范围上将细节显示出来。

log ( ) log ( ) log ( )Y j H j X jω ω ω= +




 

一般所采用的对数标尺是以20log10为单位，称之为分贝
 (dB)。因此，0dB就对应于频率响应的模等于1，20dB 

就对应于10倍的单位增益，-20dB相应于衰减0.1。


 
对于连续时间系统，

采用对数频率坐标也是

很通常的。20log10 |H(jω)|
和≮H(jω)对log10 (ω)作
的图称之为波特图。




 

注意，我们在4.3.3节讨论过的，如果h(t)是实函数，
 那么|H(jω)|是ω的偶函数，而≮H(jω)是ω的奇函

 数。正是这个原因，负ω部分的图就是多余的了。因
 此，只需画出频率响应特性在ω>0对log10 (ω)的图就
 够了。


 

对数频率坐标，常常可以比线性频率展示宽的多的频
 率范围。

1 2 3 4 5 6 7
ω

10log ω
10 100 1000

10000
100000

1000000




 

在离散时间情况下，

傅里叶变换和频率响应

的模常常也是用dB来表

示的。然而，在离散时

间情况下对数频率坐标

一般是不用的，因为这

时要考虑的频率范围就

只有2π宽，H(ejω)是周

期的。


 

注意，对实值h[n]，
仅需画出[0,π]范围的

H(ejω)



6.3  理想频率选择性滤波器的时域特性


 

理想频率选择性滤波器，它几乎没有衰减或很小衰减
 地通过一个或几个频带范围的信号，而阻止或大大衰
 减掉这些频带以外的频率分量。在这种频率选择性滤
 波的应用中，出现了几个重要的问题，并且这些问题
 都直接与频率选择性滤波的特性（模和相位）有关。


 

本节集中讨论低通滤波器。


 

一个连续时间理想低通滤波器具有如下的频率响应：

1,  
( )

0,  
c

c

H j
ω ω

ω
ω ω

 ≤= 
>




 

一个离散时间理想低通滤波器具有如下的频率响应：


 

注意，这些滤波器具有零相位特性，所以它们不会引
 入相位失真。

1,  
( )

0,  
cj

c

H e ω ω ω
ω ω π

 ≤= 
< ≤




 

在通带内具有线性相位的理想滤波器，如图6.11所
 示，相对于零相位特性的理想低通滤波器的响应来
 说，仅仅是引入了一个单一的时移。




 

连续时间和离散

时间理想低通滤波

器的单位阶跃响应

s(t)和s[n]如图6.14
所示。




 

可以看出，阶跃响应表现出的几个特性都是我们所不
 希望的。特别是，对于这些滤波器其阶跃响应都有比
 它们最后稳态值大的超量，并且呈现称之为振铃的振
 荡行为。而阶跃响应就是单位冲激响应的积分或求

 和，即


 

因为理想滤波器的单位冲激响应其主瓣是从-π/ωc延
 伸到-π/ωc，所以阶跃响应就在这个时间间隔内其值
 受到最显著的变化。也就是说，阶跃响应的所谓上升
 时间与相关滤波器的带宽成反比。而这个上升时间也
 是该滤波器响应时间（π/ωc）的一种大致度量。

( ) ( ) ,     [ ] [ ]
nt

m
s t h d s n h mτ τ

−∞
=−∞

= = 
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（Time-Domain Properties of Ideal Frequency- 
selective filters）

6.3 理想频率选择性滤波器
 的时域特性



6.3  理想频率选择性滤波器的时域特性


 

理想频率选择性滤波器，它几乎没有衰减或很
 小衰减地通过一个或几个频带范围的信号，而
 阻止或大大衰减掉这些频带以外的频率分量。
 在这种频率选择性滤波的应用中，出现了几个
 重要的问题，并且这些问题都直接与频率选择
 性滤波的特性（模和相位）有关。


 

本节集中讨论低通滤波器。
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低通滤波器（Lowpass
 

filter）

1, | |
( )

0, | |
c

c

H j
ω ω

ω
ω ω

≤
=  >

sin( )F cth t
t
ω

π
←⎯→ =


 

模拟滤波器：


 

数字滤波器：

1, | |
( )

0, | |
cj

c

H e ω ω ω
ω ω π

≤
=  < ≤

sin[ ]F cnh n
n
ω

π
←⎯→ =

一个连续时间理想低通滤波器具有如下的频率响应

一个离散时间理想低通滤波器具有如下的频率响应：

注意，这些滤波器具有零相位特性，所以它们不会引入相位失真。



第6章时域和频域特性 43

幅
 频
 特
 性
 和
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 性
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
 

在通带内具有线性相位的理想滤波器，如图6.11所
 示，相对于零相位特性的理想低通滤波器的响应来
 说，仅仅是引入了一个单一的时移。
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具有线性相位特性的连续时间理想低通滤波器

( )h t α−

t
α
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•
 

连续时间和离散

•
 

时间理想低通滤波

•
 

器的单位阶跃响应

•
 

s(t)和s[n]如图6.14

•
 

所示。




 

可以看出，阶跃响应表现出的几个特性都是我们所不
 希望的。特别是，对于这些滤波器其阶跃响应都有比
 它们最后稳态值大的超量，并且呈现称之为振铃的振
 荡行为。而阶跃响应就是单位冲激响应的积分或求

 和，即


 

因为理想滤波器的单位冲激响应其主瓣是从-π/ωc延
 伸到-π/ωc，所以阶跃响应就在这个时间间隔内其值
 受到最显著的变化。也就是说，阶跃响应的所谓上升
 时间与相关滤波器的带宽成反比。而这个上升时间也
 是该滤波器响应时间（π/ωc）的一种大致度量。

( ) ( ) ,     [ ] [ ]
nt

m
s t h d s n h mτ τ

−∞
=−∞

= = 



6.4  非理想滤波器的时域和频域特性讨论


 

理想滤波器的特性在实际中不一定总是满足我们所要
 求的。例如我们前面多次提到过的时域振荡特性，另
 外，在许多滤波问题中，我们要分离的信号不总是位
 于完全分隔开的频段上，如图6.15所示。


 

两个信号的频谱稍微有些重叠，这时，我们宁肯需要
 有一个从通带到阻带具有渐渐过渡特性的滤波器。




 

所以，非理想滤波器具有更多的实际意义，特别是我
 们构成系统的各个元器件本身就存在非理想工作状态
 (连续时间，电阻器、电容器和运算放大器等；离散时
 间，寄存器、乘法器和加法器等)。


 

在滤波器的通带和阻带特性的设计上容许有某些灵活
 性，相对于理想滤波器陡峭的过渡带来说，容许在通
 带和阻带之间有一个渐变的过渡特性。


 

例如，在低通滤波器情况下，

通带内在单位增益上可以有某些

偏差，阻带内在零增益上也可以

有偏差；以及在通带边缘和阻带

边缘之间有一个过渡带存在。




 

在图中，偏离单位增益的±δ1就是可容许的通带偏
 离，被称为通带起伏（波纹）；δ2就是可容许的阻带

 偏离，称之为阻带起伏（波纹）。ωp和ωs分别称为通
 带边缘和阻带边缘。从ωp和ωs的频带范围称为过渡

 带。




 

为了控制时域特性，一般都将指标要求放在一
 个滤波器的阶跃响应上。在阶跃响应中往往关
 心的一个量是上升时间tr ，也就是阶跃响应上升

 到它的终值所需要的时间。另外，在阶跃上有
 无振荡也是重要的，如果这样的振荡存在，由
 三个量来表征振荡的性质：

超过阶跃响应终值的超量Δ，

振荡频率ωr

建立时间ts ，ts 是代表阶跃响应位于偏离值容许
 范围内所要求的时间。






 

对于非理想低通滤波器来说，可以看到在过渡带的宽
 度（频域特性）与阶跃响应的建立时间（时域特性）
 之间有一种折衷。

例6.3  巴特沃兹滤波器，椭圆滤波器



图6.18  具有相同通

带和阻带波纹，相
同截止频率的五阶
巴特沃兹滤波器和
五阶椭圆滤波器的
例子
(a)频率响应的模特性
(b)阶跃响应



6.5 一阶和二阶连续时间系统


 

线性常系数微分方程描述的LTI系统，其高阶系统总
 是常常由一阶和二阶系统以级联或并联的形式来实现
 的。

6.5.1  一阶连续时间系统

频率响应

( ) ( ) ( )         (6.21)dy t y t x t
dt

τ + =

1( )         (6.22)
1

H j
j

ω
ωτ

=
+




 

单位冲激响应


 

系统的阶跃响应

/1( ) ( )        

                (6.23)

th t e u tτ

τ
−=

/

( ) ( ) ( )
     (1 ) ( ) 
                (6.24)

t

s t u t h t
e u tτ−

= ∗
= −




 

参数τ称为系统的时间常数，它控制着一阶系统响
 应的快慢。当减小时，冲激响应衰减的得就越快，
 而阶跃响应上升得时间就更短；也就是说，阶跃响
 应，朝最终值就上升的更陡峭了。注意，一阶系统
 的阶跃响应不会出现振荡效应。


 

频率响应的对数模特性：


 

当ωτ<<1时，对数模近似为零：


 

当ωτ>>1时，对数模近似为log10 (ω)的线性函数：

2
10 1020 log ( ) 10log [( ) 1]      (6.25)H jω ωτ= − +

1020log ( ) 0  (6.26)H jω ≈

10 10

10 10

20log ( ) 20log ( )
    20log ( ) 20log ( )       (6.27)

H jω ωτ
ω τ

≈ −
− −



低频渐近线
高频渐近线




 

ω=1/τ这一点称为转折频率，在这一点模的实际值


 

对≮H(jω)也有类似的直线近似式，以及渐近线

10 10
120log ( ) 10log 2 3H j dB
τ

= − ≈ −

1

10

( ) tan ( )
0,   0.1/

             ( / 4)[log ( ) 1],   0.1/ 10 /
/ 2,   10/

H jω ωτ
ω τ

π ωτ τ ω τ
π ω τ

−∠ = −
≤

= − + ≤ ≤
− ≥




 

在转折频率ω=1/τ处，≮H(jω)的近似值与真实值
 一致，其值为：

1( )
4

H j π
τ

∠ = −



6.5.2  二阶连续时间

2
b
km

ξ =







1 2( ) [ ] ( )c t c th t M e e u t= −
nte ξω−有 项

















6.5.3  有理型频率响应的波特图





6.7  系统的时域分析与频域分析举例

6.7.1  汽车减震系统的分析
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6.23(a)(b) 
6.27(不用画出(a) 中的波特图)
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